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1. Свободные поля

Задание 1.1. Вычислить пропагатор свободного скаляр-
ного поля в представлении собственного времени Фока — Швин-
гера и найти его Фурье-образ.

Решение

Рассмотрим сначала свободное скалярное вещественное по-
ле 𝜙(𝑥), лагранжиан которого имеет вид [1–3]:

ℒ =
1

2
𝜕𝜇𝜙(𝑥) 𝜕𝜇𝜙(𝑥)−

1

2
𝑚2 𝜙2(𝑥), (1.1)

где переменной 𝑥 обозначены время 𝑡 и три пространственные ко-
ординаты r, 𝑚 — масса поля, и 𝜕𝜇 = 𝜕/𝜕𝑥𝜇. Уравнение Эйлера —
Лагранжа для этого поля, называемое уравнением Клейна — Гор-
дона — Фока, имеет вид:[︀

𝜕2 +𝑚2
]︀
𝜙(𝑥) = 0. (1.2)

Помимо решения данного однородного уравнения, в физике час-
тиц требуется решение Δ(𝑥, 𝑦) неоднородного уравнения с правой
частью, пропорциональной 𝛿-функции Дирака:[︀

𝜕2𝑥 +𝑚2
]︀
Δ(𝑥, 𝑦) = −𝑖 𝛿(4)(𝑥− 𝑦), (1.3)

где 𝜕𝜇𝑥 = 𝜕/𝜕𝑥𝜇. Приведенное уравнение представляет собой урав-
нение на функцию Грина, а его решение называется функци-
ей распространения или пропагатором поля, в рассматриваемом
случае — вещественного скалярного. Наиболее просто искать ре-
шение (1.3) не в координатном, а импульсном пространстве:

Δ(𝑥, 𝑦) =

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
Δ(𝑝) 𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑦), (1.4)

где Δ(𝑝) — пропагатор в импульсном представлении или Фурье-
образ Δ(𝑥, 𝑦). Здесь учли, что пропагатор свободного поля обла-
дает трансляционной инвариантностью. В импульсном простран-
стве уравнение (1.3) принимает вид:[︀

𝑝2 −𝑚2
]︀
Δ(𝑝) = 𝑖, (1.5)
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где было использовано следующее представление 𝛿-функции в ви-
де Фурье-интеграла:

𝛿(4)(𝑥− 𝑦) =

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑦). (1.6)

Уравнение (1.5) — алгебраическое и решается тривиально:

Δ(𝑝) =
𝑖

𝑝2 −𝑚2 + 𝑖𝜀
, (1.7)

где мнимая добавка 𝑖𝜀 в знаменателе характеризует положение
полюсов пропагатора в комплексной плоскости 𝑝0. Этот пропага-
тор можно также записать в следующей интегральной форме:

Δ(𝑝) =

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 𝑒−𝑖𝑠(𝑚2−𝑝2−𝑖𝜀), (1.8)

где параметр 𝑠 с размерностью обратного квадрата массы назы-
вается “собственным временем”. Выражение (1.8) и будем назы-
вать представлением Фока — Швингера для пропагатора скаляр-
ного поля в импульсном пространстве.

Используя такое представление, легко найти пропагатор в ко-
ординатном пространстве:

Δ(𝑧) =

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒−𝑖(𝑝𝑧)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 𝑒−𝑖𝑠(𝑚2−𝑝2−𝑖𝜀), (1.9)

где 𝑧 = 𝑥 − 𝑦. После изменения порядка интегрирования требу-
ется вычислить интеграл по четырехмерному импульсу, который
представляет собой обобщенный гауссов интеграл:∫︁

𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒𝑖𝑠𝑝

2−𝑖(𝑝𝑧) =
−𝑖

16𝜋2𝑠2
𝑒−𝑖𝑧2/(4𝑠), (1.10)

что приводит к следующему результату для пропагатора:

Δ(𝑧) =
−𝑖
16𝜋2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

𝑠2
𝑒−𝑖𝑧2/(4𝑠)−𝑖𝑠(𝑚2−𝑖𝜀). (1.11)

Полученный интеграл и есть пропагатор вещественного скаляр-
ного поля в представлении собственного времени Фока — Швин-
гера в координатном пространстве. Выражение (1.11) можно за-
писать посредством модифицированной функции Бесселя 𝐾𝜈(𝑥),
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называемой также функцией Макдональда, которая имеет сле-
дующее интегральное представление (см.: [4, с. 181):

𝐾𝜈(𝑥) =
1

2

(︁𝑥
2

)︁𝜈
∫︁ ∞

0

𝑑𝑡

𝑡𝜈+1
𝑒−𝑡−𝑥2/(4𝑡). (1.12)

Как следствие, пропагатор скалярного поля примет вид:

Δ(𝑧) =
𝑚

4𝜋2
√
−𝑧2

𝐾1(𝑚
√︀

−𝑧2)Θ(−𝑧2), (1.13)

где Θ(𝑥) — функция Хевисайда или функция единичной ступень-
ки. Для времениподобных 𝑧2 аргумент функции Макдональда
становится чисто мнимым и 𝐾1(𝑥) переходит в функцию Ган-
келя. Пропагатор, выраженный через функцию Ганкеля, будет
приведен по мере необходимости.

Представляет интерес найти пропагатор для безмассовой час-
тицы. Чтобы его получить, воспользуемся представлением про-
пагатора (1.13), а также асимптотикой 𝐾𝑛(𝑥) с целыми неотри-
цательными 𝑛 при малых значениях аргумента (𝑥→ 0):

𝐾0(𝑥) ≃ ln
2

𝛾𝑥
, 𝐾𝑛(𝑥) ≃

1

2
Γ(𝑛)

(︂
2

𝑥

)︂𝑛

, (1.14)

где 𝛾 — постоянная Эйлера — Маскерони и Γ(𝑛) — гамма-функция.
В результате пропагатор примет следующий простой вид:

Δ(𝑧) = − 1

4𝜋2𝑧2
, (1.15)

причем это выражение справедливо как для пространственнопо-
добных, так и для времениподобных 𝑧2.

Рассмотрим теперь свободное скалярное комплексное поле, за-
даваемое лагранжианом [1–3]:

ℒ = 𝜕𝜇𝜙†(𝑥) 𝜕𝜇𝜙(𝑥)−𝑚2 𝜙†(𝑥)𝜙(𝑥). (1.16)

Уравнение Эйлера — Лагранжа для этого поля[︀
𝜕2 +𝑚2

]︀
𝜙(𝑥) = 0 (1.17)

по виду полностью совпадает с уравнением (1.2). Будут также
совпадать и уравнения на функцию Грина, а значит, и их реше-
ния Δ(𝑧) — пропагаторы вещественного и комплексного скаляр-
ных полей.
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Задание 1.2. Вычислить пропагатор свободного спинор-
ного поля в представлении собственного времени Фока — Швин-
гера и найти его Фурье-образ.

Решение

Рассмотрим свободное спинорное комплексное поле с массой𝑚,
задаваемое лагранжианом [1–3]:

ℒ = 𝜓(𝑥) 𝑖𝜕𝜓(𝑥)−𝑚𝜓(𝑥)𝜓(𝑥), (1.18)

где 𝜕 = 𝛾𝜇𝜕
𝜇, 𝛾𝜇 — гамма-матрицы Дирака и 𝜓(𝑥) = 𝜓†(𝑥) 𝛾0.

Уравнение Эйлера — Лагранжа для спинорного поля, называе-
мое уравнением Дирака, имеет вид:

[𝑖𝜕 −𝑚]𝜓(𝑥) = 0. (1.19)

Уравнение на функцию Грина 𝑆(𝑥, 𝑦) следующее:

[𝑖𝜕𝑥 −𝑚]𝑆(𝑥, 𝑦) = 𝑖 𝛿(4)(𝑥− 𝑦). (1.20)

Будем искать решение (1.20) в импульсном пространстве, записав
пропагатор в форме Фурье-интеграла:

𝑆(𝑥, 𝑦) =

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑆(𝑝) 𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑦), (1.21)

где 𝑆(𝑝) — пропагатор в импульсном пространстве (Фурье-образ
𝑆(𝑥, 𝑦)). Здесь учли, что пропагатор свободного спинорного поля
обладает трансляционной инвариантностью. В импульсном про-
странстве уравнение (1.20) принимает вид:

[𝑝−𝑚]𝑆(𝑝) = 𝑖. (1.22)

Уравнение (1.22) — алгебраическое, однако представляет собой
матричное уравнение, которое формально решается как

𝑆(𝑝) =
𝑖

𝑝−𝑚+ 𝑖𝜀′
=

𝑖(𝑝+𝑚)

𝑝2 −𝑚2 + 𝑖𝜀
, (1.23)

где мнимая добавка 𝑖𝜀 в знаменателе последнего выражения ха-
рактеризует расположение полюсов пропагатора в комплексной
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плоскости 𝑝0. Этот пропагатор можно также записать в следую-
щей интегральной форме, которая представляет собой пропага-
тор спинорного поля в представлении Фока — Швингера в им-
пульсном пространстве:

𝑆(𝑝) = (𝑝+𝑚)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 𝑒−𝑖𝑠(𝑚2−𝑝2−𝑖𝜀). (1.24)

Чтобы сделать Фурье-преобразование пропагатора, надо подста-
вить (1.24) в (1.21), поменять порядок интегрирования и взять
интеграл по четырехмерному импульсу. Однако последний ин-
теграл можно не вычислять, а воспользоваться связью рассмат-
риваемого пропагатора с Δ(𝑧) — пропагатором скалярного по-
ля (1.9):

𝑆(𝑧) = (𝑖𝜕𝑧+𝑚)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 𝑒−𝑖𝑠(𝑚2−𝑖𝜀)
∫︁

𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒𝑖𝑠𝑝

2−𝑖(𝑝𝑧) = (𝑖𝜕𝑧+𝑚)Δ(𝑧),

(1.25)
где 𝜕𝜇𝑧 = 𝜕/𝜕𝑧𝜇. Для дальнейших вычислений требуется явный
вид Δ(𝑧), который приведен в (1.11) или (1.13). Интегральная
форма (1.11) позволяет получить выражение для пропагатора
в представлении собственного времени Фока — Швингера:

𝑆(𝑧) =
−𝑖
16𝜋2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

𝑠2

[︂
𝑧

2𝑠
+𝑚

]︂
𝑒−𝑖𝑧2/(4𝑠)−𝑖𝑠(𝑚2−𝑖𝜀). (1.26)

Воспользовавшись интегральным представлением функций Мак-
дональда (1.12), пропагатор можно записать в следующем виде:

𝑆(𝑧) =
𝑚3

4𝜋2𝜌2
[𝑖𝑚𝑧 𝐾2(𝜌) + 𝜌𝐾1(𝜌)] Θ(𝜌), (1.27)

где 𝜌 = 𝑚
√
−𝑧2. В безмассовом пределе (𝑚 → 0) пропагатор

существенно упрощается:

𝑆(𝑧) =
𝑖𝑧

2𝜋2(𝑧2)2
. (1.28)

Этот пропагатор часто используется для описания 𝑢- и 𝑑-кварков
в квантовой хромодинамике, поскольку их массами можно пре-
небречь по сравнению с теми характерными энергиями, которые
они переносят в жестких процессах рассеяния.
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Задание 1.3. Показать, что использование представления
Фока — Швингера позволяет получить параметризацию Фейнма-
на для объединения пропагаторов.

Решение

Напомним формулу для объединения двух пропагаторов в один,
предложенную Фейнманом:

1

𝐴𝐵
=

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

[𝐴𝑥+𝐵 (1− 𝑥)]2
. (1.29)

Обобщим ее на случай произведения 𝐴−𝛼𝐵−𝛽. Запишем 1/𝐴𝛼

в интегральной форме в представлении Фока — Швингера:

1

𝐴𝛼
=

𝑖𝛼

Γ(𝛼)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 𝑠𝛼−1 𝑒−𝑖𝐴𝑠, (1.30)

где Γ(𝛼) — гамма-функция, и аналогично для 1/𝐵𝛽. Тогда для
их произведения получим:

1

𝐴𝛼𝐵𝛽
=

𝑖𝛼+𝛽

Γ(𝛼) Γ(𝛽)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠1 𝑠
𝛼−1
1

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠2 𝑠
𝛽−1
2 𝑒−𝑖𝐴𝑠1−𝑖𝐵𝑠2. (1.31)

От 𝑠1 и 𝑠2 перейдем к новым переменным 𝑠 и 𝑥:

𝑠1 = 𝑠𝑥, 𝑠2 = 𝑠 (1− 𝑥) , 𝑑𝑠1 𝑑𝑠2 = 𝑠 𝑑𝑠 𝑑𝑥, (1.32)

что позволяет переписать интеграл (1.31) в виде:

1

𝐴𝛼𝐵𝛽
=

𝑖𝛼+𝛽

Γ(𝛼) Γ(𝛽)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 𝑠𝛼+𝛽−1 × (1.33)

×
∫︁ 1

0

𝑑𝑥 𝑥𝛼−1 (1− 𝑥)𝛽−1 𝑒−𝑖𝑠[𝐴𝑥+𝐵(1−𝑥)].

После изменения порядка интегрирования и взятия интеграла
по 𝑠 получим:

1

𝐴𝛼𝐵𝛽
=

Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼) Γ(𝛽)

∫︁ 1

0

𝑑𝑥 𝑥𝛼−1 (1− 𝑥)𝛽−1

[𝐴𝑥+𝐵 (1− 𝑥)]𝛼+𝛽
. (1.34)

Это и есть обобщенная формула для объединения двух знаме-
нателей пропагаторов в один с использованием параметризации
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Фейнмана. При 𝛼 = 𝛽 = 1 и учете значений гамма-функции
Γ(1) = Γ(2) = 1 воспроизводится (1.29).

Задание 1.4. Используя представление Фока — Швинге-
ра, получить формулу для объединения пропагаторов в Эффек-
тивной теории тяжелого кварка.

Решение

В Эффективной теории тяжелого кварка пропагатор тяжело-
го кварка имеет вид:

𝑆(𝑘) =
1

2
(1 + 𝑣)

𝑖

(𝑣𝑘) + 𝑖𝜀
, (1.35)

где 𝑣𝜇 — четырехмерный вектор скорости кварка (𝑣2 = 1), 𝑝𝜇 —
его четырехмерный импульс (𝑝2 = 𝑚2

𝑄), и 𝑘𝜇 = 𝑝𝜇 − 𝑚𝑄𝑣
𝜇.

Здесь предполагается, что все компоненты 𝑘𝜇 много меньше мас-
сы кварка 𝑚𝑄.

Поскольку знаменатель пропагатора (1.35) линеен по импуль-
су, в отличие от пропагаторов обычных релятивистских полей,
которые квадратичны (∼ 1/(𝑝2 −𝑚2)), то стандартная фейнма-
новская параметризация при объединении знаменателей пропа-
гаторов непригодна. Однако использование интегрального пред-
ставления Фока — Швингера позволяет найти аналогичную фейн-
мановской параметризации формулу и в этом случае.

Пусть 𝐴 ∼ 𝑝2 −𝑚2, а 𝐵 ∼ (𝑣𝑘). Как и в предыдущей задаче,
рассмотрим произведение 𝐴−𝛼𝐵−𝛽 и запишем каждый из множи-
телей в представлении Фока — Швингера (1.31). Перейдем от 𝑠2
к новой переменной 𝑠:

𝑠2 = 2𝑠𝑠1, 𝑑𝑠2 = 2𝑠1 𝑑𝑠, (1.36)

что позволяет переписать интеграл (1.31) в виде:

1

𝐴𝛼𝐵𝛽
=

𝑖𝛼+𝛽2𝛽

Γ(𝛼) Γ(𝛽)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 𝑠𝛽−1

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠1 𝑠
𝛼+𝛽−1
1 𝑒−𝑖𝑠1[𝐴+2𝑠𝐵]. (1.37)

После взятия интеграла по 𝑠1 получим:

1

𝐴𝛼𝐵𝛽
=

2𝛽Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼) Γ(𝛽)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 𝑠𝛽−1

[𝐴+ 2𝑠𝐵]𝛼+𝛽
. (1.38)

Это и есть обобщенная формула для объединения двух пропа-
гаторов в один в Эффективной теории тяжелого кварка, когда
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в процессе участвует тяжелый кварк. Наиболее часто в расчетах
используются следующие формулы:

1

𝐴𝐵
= 2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

[𝐴+ 2𝑠𝐵]2
,

1

𝐴𝐵2
= 8

∫︁ ∞

0

𝑠 𝑑𝑠

[𝐴+ 2𝑠𝐵]3
, (1.39)

где учли, что Γ(1) = Γ(2) = 1 и Γ(3) = 2.
Рассмотрим в качестве примера собственно энергетическую

диаграмму тяжелого кварка в квантовой хромодинамике в одно-
петлевом приближении, обусловленную взаимодействием кварка
с глюонами. Амплитуда, соответствующая этой диаграмме, име-
ет ультрафиолетовую расходимость и должна быть устранена,
например, методом размерной регуляризации:

ℳ ∼
∫︁

𝑑𝑁𝑘

(2𝜋)𝑁
1

𝑘2 (𝑣(𝑞 + 𝑘))
, (1.40)

где 𝑞𝜇 — четырехмерный импульс кварка и 𝑁 — размерность
пространства. Поскольку расходимость пропорциональна (𝑣𝑞), то
для ее выделения предпочтительнее вычислять не саму ампли-
туду (1.40), а ее производную по (𝑣𝑞) при 𝑞𝜇 = 0:

𝑑ℳ
𝑑(𝑣𝑞)

∼
∫︁

𝑑𝑁𝑘

(2𝜋)𝑁
1

𝑘2 (𝑣𝑘)2
= 8

∫︁
𝑑𝑁𝑘

(2𝜋)𝑁

∫︁ ∞

0

𝑠 𝑑𝑠

[𝑘2 + 2𝑠(𝑣𝑘)]3
, (1.41)

которая как раз и совпадает со вторым интегралом в (1.39). Пос-
ле перехода к 𝑘𝜇 = 𝑘𝜇 + 𝑠𝑣𝜇 и учета 𝑣2 = 1, интеграл по 𝑠 легко
вычисляется:

𝑑ℳ
𝑑(𝑣𝑞)

∼ 8

∫︁
𝑑𝑁𝑘

(2𝜋)𝑁

∫︁ ∞

0

𝑠 𝑑𝑠[︀
𝑘2 − 𝑠2

]︀3 = −2

∫︁
𝑑𝑁𝑘

(2𝜋)𝑁
1(︀
𝑘2
)︀2 . (1.42)

Получившийся интеграл в методе размерной регуляризации об-
ращается в ноль, поскольку не содержит размерных параметров,
однако надо помнить, что этот ноль является следствием слу-
чайного сокращения ультрафиолетовой и инфракрасной расхо-
димостей. Вычисление подобных интегралов выходит за рамки
данной задачи и может быть найдено в многочисленных книгах
по квантовой теории поля.
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2. Взаимодействующие поля

Задание 2.1. В конфигурационном пространстве вычис-
лить пропагатор спинорной заряженной частицы, распространя-
ющейся в произвольном внешнем электромагнитном поле, в пред-
ставлении собственного времени Фока — Швингера.

Решение

Лагранжиан квантовой электродинамики (КЭД) имеет вид [5]:

ℒ(𝑥) =
∑︁
𝑓

𝜓𝑓(𝑥)
[︁
𝑖𝜕 − 𝑒𝑄𝑓𝐴(𝑥)−𝑚𝑓

]︁
𝜓𝑓(𝑥)−

1

4
𝐹 𝜇𝜈(𝑥)𝐹𝜇𝜈(𝑥),

(2.1)
где 𝑒 > 0 — элементарный заряд (заряд протона), 𝜓𝑓(𝑥) — по-
ле фермиона с относительным зарядом 𝑄𝑓 и массой 𝑚𝑓 , 𝐴𝜇(𝑥) —
поле фотона и 𝐹 𝜇𝜈(𝑥) = 𝜕𝜇𝐴𝜈(𝑥)−𝜕𝜈𝐴𝜇(𝑥) — тензор электромаг-
нитного поля. Из этого лагранжиана следует уравнение Дирака:

{𝛾𝜇 [𝑖𝜕𝜇 − 𝑒𝑄𝑓𝐴
𝜇(𝑥)]−𝑚𝑓}𝜓𝑓(𝑥) = {𝛾𝜇𝜋𝜇 −𝑚𝑓}𝜓𝑓(𝑥) = 0.

(2.2)
В дальнейшем будем считать, что 𝐴𝜇(𝑥) — четырехмерный по-
тенциал внешнего классического электромагнитного поля, явный
вид которого будет уточнен позже.

Нас интересует пропагатор фермионного поля 𝑆𝑓(𝑥, 𝑦), вычис-
ленный при наличии внешнего фонового поля, который является
функцией Грина оператора Дирака и удовлетворяет уравнению:

{𝛾𝜇 [𝑖𝜕𝜇𝑥 − 𝑒𝑄𝑓𝐴
𝜇(𝑥)]−𝑚𝑓}𝑆𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑖𝛿(4) (𝑥− 𝑦) . (2.3)

Решать это уравнение в координатном пространстве напрямую
сложно, и для свободных полей удобным оказалось перейти сна-
чала в импульсное пространство, где уравнение на функцию Гри-
на сводилось к алгебраическому. Для полей, распространяющих-
ся в электромагнитном поле или веществе, использование это-
го метода может оказаться затруднительным или невозможным.
Красивый способ обойти эту проблему был предложен Юлианом
Швингером, и здесь будет изложена суть метода Швингера.

Преобразуем (2.3) сначала в операторное уравнение и будем
искать его решение. Чтобы перейти к этому уравнению, введем
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полный набор векторов состояния |𝑥, 𝛼⟩ в пространстве-времени
Минковского:

⟨𝑥, 𝛼|𝑦, 𝛽⟩ = 𝛿𝛼𝛽𝛿
(4) (𝑥− 𝑦) ,

∑︁
𝛼

∫︁
𝑑𝑥 |𝑥, 𝛼⟩⟨𝑥, 𝛼| = 1, (2.4)

где 𝛼 и 𝛽 — спинорные индексы. Более того, пусть эти векторы
будут собственными функциями оператора 4-координаты:

𝑋𝜇|𝑥, 𝛼⟩ = 𝑥𝜇|𝑥, 𝛼⟩, ⟨𝑥, 𝛼|𝑋𝜇|𝑦, 𝛽⟩ = 𝑥𝜇𝛿𝛼𝛽𝛿
(4) (𝑥− 𝑦) . (2.5)

В дальнейшем удобно сократить запись, опустив в векторах сос-
тояния спинорный индекс, т. е. |𝑥, 𝛼⟩ ≡ |𝑥⟩, однако, по мере необ-
ходимости, этот индекс будет выписываться явно.

Имея такой набор векторов, любой функции от переменных 𝑥𝜇

и 𝑦𝜇 можно сопоставить оператор:

𝑓(𝑥, 𝑦) = ⟨𝑥|𝐹 |𝑦⟩, (2.6)

в том числе и пропагатору:

𝑆𝑓(𝑥, 𝑦) = ⟨𝑥|𝒮𝑓 |𝑦⟩. (2.7)

В уравнение Дирака (2.3) входят обобщенный динамический им-
пульс 𝜋𝜇 и матрицы Дирака 𝛾𝜇, для которых также можно ввести
операторы Π𝜇 и Γ𝜇:

⟨𝑥|Π𝜇|𝑦⟩ = 𝜋𝜇𝛿(4) (𝑥− 𝑦) , ⟨𝑥|Γ𝜇|𝑦⟩ = 𝛾𝜇𝛿(4) (𝑥− 𝑦) . (2.8)

Теперь преобразовать уравнение (2.3) в операторное не составля-
ет труда:

[Γ𝜇Π
𝜇 −𝑚𝑓 ]𝒮𝑓 = 𝑖. (2.9)

В таком виде решать это уравнение не очень удобно. Предпочти-
тельнее перейти к квадрированному уравнению:

ℋΔ𝑓 =
[︀
−Γ𝜇Π

𝜇Γ𝜈Π
𝜈 +𝑚2

𝑓

]︀
Δ𝑓 = −𝑖, (2.10)

которое получается из (2.9) подстановкой:

𝒮𝑓 = [Γ𝜇Π
𝜇 +𝑚𝑓 ] Δ𝑓 . (2.11)
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Для дальнейших преобразований (2.10) требуется знать (анти)-
коммутационные соотношения для введенных операторов. Их лег-
ко получить, заменив в (анти)коммутаторах исходные операторы
новыми. Перечислим эти соотношения:

[𝑋𝜇, 𝑋𝜈] = 0, [𝑋𝜇,Π𝜈] = −𝑖𝑔𝜇𝜈, [Π𝜇,Π𝜈] = −𝑖𝑒𝑄𝑓𝐹𝜇𝜈,

{Γ𝜇,Γ𝜈} = 2𝑔𝜇𝜈, [𝑋𝜇,Γ𝜈] = 0, [Π𝜇,Γ𝜈] = 0. (2.12)

В дополнение нам потребуются коммутаторы этих операторов
с «оператором Гамильтона» ℋ:

[ℋ, 𝑋𝜇] = −2𝑖Π𝜇, [ℋ,Γ𝜇] = −2𝑖𝑒𝑄𝑓𝐹𝜇𝜈Γ
𝜈, (2.13)

[ℋ,Π𝜇] = −2𝑖𝑒𝑄𝑓𝐹𝜇𝜈Π
𝜈 + 𝑒𝑄𝑓𝜕

𝜈𝐹𝜇𝜈 − 𝑖𝑒𝑄𝑓Σ
𝜌𝜈𝜕𝜌𝐹𝜇𝜈,

где введен коммутатор Γ-операторов:

Σ𝜇𝜈 =
𝑖

2
[Γ𝜇,Γ𝜈] . (2.14)

Обратимся теперь к уравнению (2.10). Его решение удобно за-
писать в форме интеграла:

Δ𝑓 =
−𝑖
ℋ

=

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑖ℋ𝑠𝑑𝑠 =

∫︁ ∞

0

𝑈(𝑠) 𝑑𝑠, (2.15)

где переменная 𝑠 называется собственным временем, поскольку
оператор 𝑈(𝑠) по форме совпадает с квантовомеханическим опе-
ратором, переводящим операторы из представления Гейзенберга
в представление Шрёдингера [6]. Следуя этой методике и исполь-
зуя оператор 𝑈(𝑠), операторы 𝑋𝜇, Π𝜇 и Γ𝜇 также можно сделать
зависящими от 𝑠: 𝑋𝜇(𝑠) = 𝑈 †(𝑠)𝑋𝜇 𝑈(𝑠) и т. д. Для этого удобно
воспользоваться аналогами уравнений Эренфеста [6]:

𝑑�̂�(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝜕�̂�(𝑡)

𝜕𝑡
+
𝑖

~

[︁
�̂�, �̂�(𝑡)

]︁
, (2.16)

где �̂�(𝑡) — зависящий от времени квантовомеханический опера-
тор и �̂� — оператор Гамильтона, а также коммутаторами (2.13).
Для введенных операторов получим следующие уравнения:

𝑑𝑋𝜇

𝑑𝑠
= 𝑖 [ℋ, 𝑋𝜇] = 2Π𝜇,

𝑑Γ𝜇

𝑑𝑠
= 𝑖 [ℋ,Γ𝜇] = 2𝑒𝑄𝑓𝐹𝜇𝜈Γ

𝜈, (2.17)

𝑑Π𝜇

𝑑𝑠
= 𝑖 [ℋ,Π𝜇] = 2𝑒𝑄𝑓𝐹𝜇𝜈Π

𝜈 + 𝑖𝑒𝑄𝑓𝜕
𝜈𝐹𝜇𝜈 + 𝑒𝑄𝑓Σ

𝜌𝜈𝜕𝜌𝐹𝜇𝜈,
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где тензор электромагнитного поля понимается как неявная функ-
ция от 𝑠, а именно 𝐹𝜇𝜈 = 𝐹𝜇𝜈(𝑋(𝑠)). В общем случае решение
приведенных уравнений невозможно, но для электромагнитных
полей определенных конфигураций, например для постоянного
и однородного электромагнитного поля или поля плоской элек-
тромагнитной волны, такие решения известны.

Как и в квантовой механике, можно перейти к векторам сос-
тояний, зависящим от 𝑠:

⟨𝑥(𝑠)| = ⟨𝑥(0)|𝑈(𝑠), ⟨𝑥(0)| = ⟨𝑥|, ⟨𝑥(𝑠)|𝑋𝜇(𝑠) = 𝑥𝜇⟨𝑥(𝑠)|,
(2.18)

где под ⟨𝑥| понимается вектор состояния в представлении Шре-
дингера, тогда матричный элемент оператора 𝑈(𝑠), называемый
функцией преобразования, можно записать как

⟨𝑥(0)|𝑈(𝑠) |𝑦(0)⟩ = ⟨𝑥(𝑠)|𝑦(0)⟩ = 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠). (2.19)

В итоге для нахождения пропагатора заряженного фермиона 𝑆𝑓(𝑥, 𝑦)
достаточно знать явный вид функции 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠):

𝑆𝑓(𝑥, 𝑦) = [𝛾𝜇𝜋
𝜇 +𝑚𝑓 ]

∫︁ ∞

0

𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) 𝑑𝑠. (2.20)

Исходя из определения (2.19), явный вид 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) можно найти,
например, как решение дифференциального уравнения:

𝜕𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠)/𝜕𝑠 = ⟨𝑥(0)| 𝑑𝑈(𝑠)/𝑑𝑠 |𝑦(0)⟩ = −𝑖⟨𝑥(𝑠)|ℋ |𝑦(0)⟩,
(2.21)

с начальным условием:

𝑔(𝑥, 𝑦; 0) = ⟨𝑥(0)|𝑦(0)⟩ = 𝛿(4)(𝑥− 𝑦). (2.22)

Это начальное условие следует дополнить матричными элемен-
тами операторов Π𝜇(𝑠) и Π𝜇(0), связанных с функцией преобра-
зования соотношениями:

⟨𝑥(𝑠)|Π𝜇(𝑠) |𝑦(0)⟩ =
[︂
𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝜇
− 𝑒𝑄𝑓𝐴

𝜇(𝑥)

]︂
𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠), (2.23)

⟨𝑥(𝑠)|Π𝜇(0) |𝑦(0)⟩ =
[︂
−𝑖 𝜕
𝜕𝑦𝜇

− 𝑒𝑄𝑓𝐴
𝜇(𝑦)

]︂
𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠). (2.24)

Из (2.21) следует, что если имеется возможность выразить
«оператор Гамильтона» ℋ только через операторы𝑋𝜇(𝑠) и𝑋𝜇(0),
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причем так, чтобы все операторы 𝑋𝜇(𝑠) располагались левее опе-
раторов 𝑋𝜇(0), то (2.21) сводится к обыкновенному дифферен-
циальному уравнению вида:

𝜕𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠)

𝜕𝑠
= −𝑖 𝑅(𝑥, 𝑦; 𝑠) 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠), (2.25)

найти решение которого не представляет труда:

𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) = 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠0) exp

{︂
−𝑖

∫︁ 𝑠

𝑠0

𝑅(𝑥, 𝑦; 𝑠′) 𝑑𝑠′
}︂
, (2.26)

где 𝑠0 — некоторое фиксированное значение собственного време-
ни, выбор которого будет обсуждаться далее.

Задание 2.2. В конфигурационном пространстве найти
пропагатор спинорной заряженной частицы, распространяющей-
ся во внешнем постоянном и однородном скрещенном электро-
магнитном поле, в представлении собственного времени Фока —
Швингера.

Решение

Пропагатор заряженного фермиона, находящегося в постоян-
ном и однородном скрещенном электромагнитном поле, имеет
наиболее простой вид. Поле называется скрещенным, если век-
торы напряженностей электрического E и магнитного H полей
равны по величине и перпендикулярны:

|E| = |H| , E ⊥ H. (2.27)

Это поле не меняет своей конфигурации при переходе в любую
другую инерциальную систему отсчета, поскольку в нем отсут-
ствуют чисто полевые инварианты:

ℱ = 𝐹 𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 = 2
[︀
H2 − E2

]︀
= 0,

𝒢 =
1

2
𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎𝐹

𝜇𝜈𝐹 𝜌𝜎 = 4 (EH) = 0, (2.28)

где 𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎 — тензор Леви — Чивита пространства Минковского,
определенный как 𝜀0123 = +1 [2, 7]. Если теперь, для опреде-
ленности, выбрать систему отсчета так, что вектор напряжен-
ности магнитного поля направлен по оси 𝑂𝑧, а электрического —
по оси 𝑂𝑦:

H = (0, 0, 𝐻) , E = (0, 𝐻, 0) , (2.29)
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то тензору электромагнитного поля 𝐹 𝜇𝜈 и дуальному к нему тен-
зору 𝐹 𝜇𝜈 = 𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎𝐹𝜌𝜎/2 соответствуют следующие матрицы [7].

𝐹 𝜇𝜈 = 𝐻

⎛⎜⎜⎝
0 0 −1 0
0 0 −1 0
1 1 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝐹 𝜇𝜈 = 𝐻

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 −1
0 0 0 −1
0 0 0 0
1 1 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (2.30)

В дальнейшем будем пользоваться их безразмерными аналогами:

𝜙𝜇𝜈 = 𝐹 𝜇𝜈/𝐻 = 𝑘𝜇𝑎𝜈 − 𝑘𝜈𝑎𝜇, 𝜙𝜇𝜈 = 𝐹 𝜇𝜈/𝐻 = 𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎𝑘𝜌𝑎𝜎, (2.31)

где оба тензора записаны посредством двух ортогональных век-
торов, которые в выбранной нами системе отсчета равны:

𝑘𝜇 = (1, 1, 0, 0) , 𝑎𝜇 = (0, 0,−1, 0) , (𝑘𝑎) = 0. (2.32)

Из их явного вида следует, что 𝑘𝜇 — изотропный (𝑘2 = 0), а 𝑎𝜇 —
пространственноподобный (𝑎2 = −1) вектор. Дуальный тензор
𝜙𝜇𝜈 (2.31) также может быть записан в виде разности прямых
произведений двух векторов, а 𝜙𝜇𝜈 — через тензор Леви — Чи-
вита:

𝜙𝜇𝜈 = 𝑘𝜇𝑏𝜈 − 𝑘𝜈𝑏𝜇, 𝜙𝜇𝜈 = −𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎𝑘𝜌𝑏𝜎, (2.33)

причем в этом представлении тензоры опять же содержат век-
тор 𝑘𝜇. В выбранной системе отсчета компоненты нового векто-
ра 𝑏𝜇 следующие:

𝑏𝜇 = (0, 0, 0,−1) , (𝑘𝑏) = 0, (𝑎𝑏) = 0. (2.34)

Как и 𝑎𝜇, вектор 𝑏𝜇 — пространственноподобный (𝑏2 = −1) и ор-
тогонален не только 𝑘𝜇, но и 𝑎𝜇. Чтобы получить полный набор
базисных векторов пространства Минковского, введенные три
взаимно ортогональные векторы 𝑘𝜇, 𝑎𝜇 и 𝑏𝜇 должны быть до-
полнены четвертым вектором 𝑛𝜇, который в выбранной системе
отсчета имеет вид:

𝑛𝜇 = (1,−1, 0, 0) , (𝑘𝑛) = 2, (𝑛𝑎) = 0, (𝑛𝑏) = 0. (2.35)

Как и 𝑘𝜇, вектор 𝑛𝜇 — изотропный, т. е. 𝑛2 = 0. Такой набор век-
торов соответствует базису, определенному на световом конусе
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в пространстве Минковского. Метрический тензор имеет следу-
ющее разложение по этому базису:

𝑔𝜇𝜈 =
1

2
[𝑘𝜇𝑛𝜈 + 𝑘𝜈𝑛𝜇]− 𝑎𝜇𝑎𝜈 − 𝑏𝜇𝑏𝜈, (2.36)

а тензор Леви — Чивита можно записать как

𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎 =
1

2
[𝑛𝜇𝑘𝜈 − 𝑛𝜈𝑘𝜇] 𝑎𝜌𝑏𝜎 + perm., (2.37)

где perm. обозначает всевозможные перестановки лоренцевских
индексов, учитывающие полную антисимметрию тензора.

Помимо безразмерных тензоров поля (2.31), в пропагаторе воз-
никают их бинарные свертки:

Λ𝜇𝜈 = (𝜙𝜙)𝜇𝜈 = 𝜙𝜇𝜌𝜙𝜌
𝜈 = 𝑘𝜇𝑘𝜈, (𝜙𝜙)𝜇𝜈 = 𝑘𝜇𝑘𝜈, (𝜙𝜙)𝜇𝜈 = 0.

(2.38)
Всевозможные свертки трех и более тензоров обращаются в ноль:

(𝜙𝜙𝜙)𝜇𝜈 = (𝜙𝜙𝜙)𝜇𝜈 = . . . = 0. (2.39)

Если встречаются свертки безразмерных тензоров с 𝛾-матрицами,
то в выбранном базисе они имеют вид:

(𝛾𝜙𝛾) = 𝛾𝜇𝜙
𝜇𝜈𝛾𝜈 = −𝑖𝜎𝜇𝜈𝜙𝜇𝜈 = 𝑖 (𝜎𝜙) = 2 (𝑘𝛾) (𝑎𝛾) ,

(𝛾𝜙𝛾) = 𝑖 (𝜎𝜙) = 2 (𝑘𝛾) (𝑏𝛾) , (𝛾Λ𝛾) = 𝑘2 = 0. (2.40)

Перейдем теперь к вычислению пропагатора заряженного фер-
миона. Найдем решения уравнений (2.17), которые в постоянном
и однородном скрещенном поле следующие:

𝑑Π𝜇

𝑑𝑠
= 2𝛽𝑓𝜙𝜇𝜈Π

𝜈,
𝑑Γ𝜇

𝑑𝑠
= 2𝛽𝑓𝜙𝜇𝜈Γ

𝜈,
𝑑𝑋𝜇

𝑑𝑠
= 2Π𝜇, (2.41)

где введено обозначение 𝛽𝑓 = 𝑒𝑄𝑓𝐻. Решение первого уравнения
находится легко и имеет вид:

Π𝜇(𝑠) = [exp (2𝛽𝑓𝑠𝜙)]𝜇𝜈 Π
𝜈(0) =

[︀
𝑔𝜇𝜈 + 2𝛽𝑓𝑠𝜙𝜇𝜈 + 2𝛽2

𝑓𝑠
2Λ𝜇𝜈

]︀
Π𝜈(0),
(2.42)

где экспонента от тензора понимается в смысле ее разложения
в ряд. Второе уравнение отличается от первого только опера-
тором (Γ𝜇 вместо Π𝜇), поэтому его решение может быть легко
получено из решения первого (2.42) соответствующей заменой:

Γ𝜇(𝑠) = [exp (2𝛽𝑓𝑠𝜙)]𝜇𝜈 Γ
𝜈(0) =

[︀
𝑔𝜇𝜈 + 2𝛽𝑓𝑠𝜙𝜇𝜈 + 2𝛽2

𝑓𝑠
2Λ𝜇𝜈

]︀
Γ𝜈(0).
(2.43)
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Найти решение третьего уравнения из (2.41) также не представ-
ляет труда, поскольку его правая часть известна:

𝑋𝜇(𝑠) = 𝑋𝜇(0) + 2

∫︁ 𝑠

0

Π𝜇(𝑠
′) 𝑑𝑠′ = (2.44)

= 𝑋𝜇(0) + 2𝑠

[︂
𝑔𝜇𝜈 + 𝛽𝑓𝑠𝜙𝜇𝜈 +

2

3
𝛽2
𝑓𝑠

2Λ𝜇𝜈

]︂
Π𝜈(0).

Из этого уравнения теперь можно выразить оператор Π𝜇(0) через
разность операторов координаты Δ𝑋𝜇 = 𝑋𝜇(𝑠)−𝑋𝜇(0) как

Π𝜇(0) =
1

2𝑠

[︂
𝑔𝜇𝜈 − 𝛽𝑓𝑠𝜙𝜇𝜈 +

1

3
𝛽2
𝑓𝑠

2Λ𝜇𝜈

]︂
Δ𝑋𝜈. (2.45)

Подставив это выражение в (2.42), получим:

Π𝜇(𝑠) =
1

2𝑠

[︂
𝑔𝜇𝜈 + 𝛽𝑓𝑠𝜙𝜇𝜈 +

1

3
𝛽2
𝑓𝑠

2Λ𝜇𝜈

]︂
Δ𝑋𝜈, (2.46)

и для их разности

ΔΠ𝜇 ≡ Π𝜇(𝑠)− Π𝜇(0) = 𝛽𝑓𝜙𝜇𝜈 Δ𝑋
𝜈. (2.47)

Для свертки Π𝜇 с Γ-оператором следует:

Γ𝜇(𝑠)Π𝜇(𝑠) = Γ𝜇(0)Π𝜇(0). (2.48)

Перейдем теперь к вычислению «оператора Гамильтона» (2.10):

ℋ = 𝑚2
𝑓 − Γ𝜇(𝑠)Π

𝜇(𝑠)Γ𝜈(𝑠)Π
𝜈(𝑠) = 𝑚2

𝑓 − Γ𝜇(0)Π
𝜇(0)Γ𝜈(0)Π

𝜈(0),
(2.49)

который можно переписать в следующем виде:

ℋ = 𝑚2
𝑓 − Π𝜇(0)Π𝜇(0) + 𝑖Π𝜇(0)Σ𝜇𝜈(0)Π

𝜈(0) = (2.50)

= 𝑚2
𝑓 −

1

4𝑠2
Δ𝑋𝜈

[︂
𝑔𝜈𝜌 −

1

3
𝛽2
𝑓𝑠

2Λ𝜈𝜌

]︂
Δ𝑋𝜌 + 𝑖Π𝜇(0)Σ𝜇𝜈(0)Π

𝜈(0).

Чтобы упростить это выражение, требуются два коммутатора:

[Π𝜇(0),Π𝜈(0)] = −𝑖𝛽𝑓𝜙𝜇𝜈, (2.51)

[𝑋𝜇(0), 𝑋𝜈(𝑠)] = −2𝑖𝑠

(︂
𝑔𝜇𝜈 − 𝛽𝑓𝑠 𝜙𝜇𝜈 +

2

3
𝛽2
𝑓𝑠

2Λ𝜇𝜈

)︂
, (2.52)
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после учета которых в «операторе Гамильтона» получим:

ℋ = 𝑚2
𝑓 −

1

4𝑠2
[︀
𝑋2(𝑠) +𝑋2(0)− 2𝑋𝜇(𝑠)𝑋𝜇(0)

]︀
− 2𝑖

𝑠
− 𝛽𝑓

2
𝜙𝜇𝜈Σ𝜈𝜇 +

+
𝛽2
𝑓

12
[𝑋𝜇(𝑠)Λ

𝜇𝜈𝑋𝜈(𝑠) +𝑋𝜇(0)Λ
𝜇𝜈𝑋𝜈(0)− 2𝑋𝜇(𝑠)Λ𝜇𝜈𝑋𝜈(0)] . (2.53)

Для записанного в таком виде оператора не составляет труда
найти матричный элемент в базисе векторов состояния с опреде-
ленным значением координаты:

⟨𝑥(𝑠)|ℋ |𝑦(0)⟩ = 𝑅(𝑥, 𝑦; 𝑠) 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) = (2.54)

=

[︃
𝑚2

𝑓 −
𝑧2

4𝑠2
− 2𝑖

𝑠
+
𝛽2
𝑓

12
(𝑧Λ𝑧)− 𝛽𝑓

2
(𝜙𝜎)

]︃
𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠),

где 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) = ⟨𝑥(𝑠)|𝑦(0)⟩, 𝑧𝜇 = 𝑥𝜇−𝑦𝜇, (𝑧Λ𝑧) = 𝑧𝜇Λ
𝜇𝜈𝑧𝜈, (𝜙𝜎) =

𝜙𝜇𝜈𝜎𝜈𝜇, и 𝜎𝜇𝜈 = 𝑖 [𝛾𝜇, 𝛾𝜈]/2. Поскольку матричный элемент (2.54)
факторизуется в соответствии с (2.25), то его формальное реше-
ние в форме интеграла (2.26) имеет следующий вид:

𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) = 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠0) exp

{︂
−𝑖

∫︁ 𝑠

𝑠0

[︂
𝐴− 𝑧2

4𝑠′2
− 2𝑖

𝑠′

]︂
𝑑𝑠′

}︂
=

= 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠0)
𝑠20
𝑠2

exp

{︂
𝑖𝑧2

4𝑠0
− 𝑖𝑧2

4𝑠
− 𝑖𝐴 (𝑠− 𝑠0)

}︂
, (2.55)

где 𝑠0 — некоторое фиксированное значение собственного време-
ни и не зависящая от 𝑠′ часть обозначена как

𝐴 = 𝑚2
𝑓 +

𝛽2
𝑓

12
(𝑧Λ𝑧)− 𝛽𝑓

2
(𝜙𝜎). (2.56)

Отметим, что слагаемое, линейное по полю в показателе экспо-
ненты, входящей в (2.55), — матрица в пространстве Дирака и его
следует понимать как ряд Тейлора:

exp

{︂
𝑖𝛽𝑓𝑠

2
(𝜙𝜎)

}︂
= 1 +

𝑖𝛽𝑓𝑠

2
(𝜙𝜎)−

𝛽2
𝑓𝑠

2

8
(𝜙𝜎)2 + · · · , (2.57)

и аналогично — для 𝑠0. Легко проверить, что (𝜙𝜎)2 = 0, поэтому
в разложении в ряд выживают только первые два члена. В итоге
для 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) получим выражение:

𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) = 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠0)
𝑠20
𝑠2

[︂
1− 𝑖𝛽𝑓𝑠0

2
(𝜙𝜎)

]︂ [︂
1 +

𝑖𝛽𝑓𝑠

2
(𝜙𝜎)

]︂
×

× exp
{︀
𝑖
[︀
𝑚2

𝑓𝑠0 + ℎCF(𝑧, 𝑠0)
]︀
− 𝑖

[︀
𝑚2

𝑓𝑠+ ℎCF(𝑧, 𝑠)
]︀}︀
, (2.58)
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где для простоты представления результатов введена функция:

ℎCF(𝑧, 𝑠) =
𝑧2

4𝑠
+
𝛽2
𝑓𝑠

12
(𝑧Λ𝑧). (2.59)

В бесполевом пределе (𝛽𝑓 → 0) эта функция упрощается:

𝑔0(𝑥, 𝑦; 𝑠) = 𝑔0(𝑥, 𝑦; 𝑠0)
𝑠20
𝑠2

exp

{︂
𝑖𝑧2

4𝑠0
− 𝑖𝑧2

4𝑠
+ 𝑖𝑚2

𝑓 (𝑠0 − 𝑠)

}︂
=

=
−𝑖

16𝜋2𝑠2
exp

{︂
−𝑖

[︂
𝑧2

4𝑠
+𝑚2

𝑓𝑠

]︂}︂
. (2.60)

Во второй строке приведено полученное ранее значение (1.11)
для этого выражения. Из их сравнения видно, что

𝑔0(𝑥, 𝑦; 𝑠0) =
−𝑖

16𝜋2𝑠20
exp

{︂
−𝑖

[︂
𝑧2

4𝑠0
+𝑚2

𝑓𝑠0

]︂}︂
. (2.61)

Потребуем, чтобы 𝑔0(𝑥, 𝑦; 𝑠) и 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) имели одинаковую нор-
мировку при 𝑠 = 𝑠0, то есть 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠0) подбирается так, чтобы
полностью удалить из (2.58) зависимость от 𝑠0. В итоге выраже-
ние для функции 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) сводится к виду:

𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) =
−𝑖

16𝜋2𝑠2

[︂
1 +

𝑖𝛽𝑓𝑠

2
(𝜙𝜎)

]︂
𝑒−𝑖[𝑚2

𝑓𝑠+ℎCF(𝑧,𝑠)], (2.62)

где числовой коэффициент выбран так, чтобы в бесполевом пре-
деле воспроизводилось выражение (2.60). Следует отметить, что,
несмотря на то что полученная функция преобразования зависит
только от тензора напряженностей электромагнитного поля и его
бинарной свертки Λ𝜇𝜈, которые не зависят от выбора калибровки
внешнего поля, у нее тем не менее имеется калибровочная зави-
симость. Обсуждению этого вопроса будет посвящена следующая
задача.

Для того чтобы получить пропагатор заряженного фермиона,
воспользуемся (2.20):

𝑆𝑓(𝑥, 𝑦) =
−𝑖
16𝜋2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

𝑠2
𝑒−𝑖𝑚2

𝑓𝑠 × (2.63)

×
[︁
𝑖𝜕 − 𝑒𝑄𝑓𝐴(𝑥) +𝑚𝑓

]︁ [︂
1 +

𝑖𝛽𝑓𝑠

2
(𝜙𝜎)

]︂
𝑒−𝑖ℎCF(𝑧,𝑠).
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На данном этапе требуется определиться с четырехмерным по-
тенциалом внешнего поля 𝐴𝜇(𝑥), который удобно выбрать как

𝐴𝜇(𝑥) = −1

2
𝐹𝜇𝜈 (𝑥− 𝑦)𝜈 , 𝑒𝑄𝑓𝐴𝜇(𝑥) = −1

2
𝛽𝑓 𝜙𝜇𝜈𝑧

𝜈. (2.64)

Калибровка, в которой 4-потенциал имеет такой вид, называют
калибровкой Фока — Швингера. Ее преимущество состоит в том,
что пропагатор (2.63) становится трансляционно-инвариантным:

𝑆𝑓(𝑧) =
−𝑖
16𝜋2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

𝑠2
𝑒−𝑖[𝑚2

𝑓𝑠+ℎCF(𝑧,𝑠)] × (2.65)

×

[︃
𝑧

2𝑠
+
𝛽2
𝑓𝑠

6
(𝑧Λ𝛾)− 1

2
𝛽𝑓 (𝑧𝜙𝛾) +𝑚𝑓

]︃[︂
1 +

𝑖𝛽𝑓𝑠

2
(𝜙𝜎)

]︂
.

Произведение в последней строке можно упростить, что дает:

𝑆𝑓(𝑧) =
−𝑖
16𝜋2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

𝑠2
𝑒−𝑖[𝑚2

𝑓𝑠+ℎCF(𝑧,𝑠)] × (2.66)

×

{︃
𝑧

2𝑠
+
𝑖𝛽𝑓
2

(𝑧𝜙𝛾) 𝛾5 −
𝛽2
𝑓𝑠

3
(𝑧Λ𝛾) +𝑚𝑓

[︂
1 +

𝑖𝛽𝑓𝑠

2
(𝜙𝜎)

]︂}︃
.

Здесь было использовано разложение произведения трех 𝛾-матриц
по стандартному базисному набору дираковских матриц [2]:

𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌 = 𝑔𝜇𝜈𝛾𝜌 − 𝑔𝜇𝜌𝛾𝜈 + 𝑔𝜈𝜌𝛾𝜇 + 𝑖𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎𝛾
𝜎𝛾5. (2.67)

Матрица в последней строке (2.66) включает слагаемые, пропор-
циональные как нечетному, так и четному числу 𝛾-матриц. Пред-
ставляется удобным разбить пропагатор на кирально-нечетную
𝑆
(−)
𝑓 (𝑧) и кирально-четную 𝑆

(+)
𝑓 (𝑧) составляющие:

𝑆𝑓(𝑧) = 𝑆
(−)
𝑓 (𝑧) + 𝑆

(+)
𝑓 (𝑧), (2.68)

удовлетворяющие следующим перестановочным соотношениям:

𝑆
(±)
𝑓 (𝑧) 𝛾5 = ±𝛾5 𝑆(±)

𝑓 (𝑧). (2.69)

Кирально-четная часть пропагатора пропорциональна массе:

𝑆
(+)
𝑓 (𝑧) =

−𝑖𝑚𝑓

16𝜋2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

𝑠2
𝑒−𝑖[𝑚2

𝑓𝑠+ℎCF(𝑧,𝑠)]
[︂
1 +

𝑖𝛽𝑓𝑠

2
(𝜙𝜎)

]︂
, (2.70)

а нечетная — четырехмерному вектору 𝑧𝜇 = 𝑥𝜇 − 𝑦𝜇.
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Задание 2.3. Найти выражение для фермионного пропа-
гатора для случая произвольной калибровки внешнего электро-
магнитного поля.

Решение

Начнем с уравнения (2.3) для пропагатора заряженного фер-
миона, которое перепишем в виде:[︁

𝑖𝜕𝑥 − 𝑒𝑄𝑓𝐴(𝑥)−𝑚𝑓

]︁
𝑆𝑓(𝑥, 𝑦;𝐴) = 𝑖𝛿(4) (𝑥− 𝑦) . (2.71)

Перейдем к новому четырехмерному потенциалу:

𝐴𝜇(𝑥) → 𝐴′
𝜇(𝑥) = 𝐴𝜇(𝑥)− 𝜕𝜇𝜒(𝑥). (2.72)

В новой калибровке (2.71) запишется как[︁
𝑖𝜕𝑥 − 𝑒𝑄𝑓𝐴(𝑥) + 𝑒𝑄𝑓𝜕𝜒(𝑥)−𝑚𝑓

]︁
𝑆𝑓(𝑥, 𝑦;𝐴−𝜕𝜒) = 𝑖𝛿(4) (𝑥− 𝑦) .

(2.73)
Учтем соотношение:

𝑖𝜕𝑥 𝑒
−𝑖𝑒𝑄𝑓𝜒(𝑥) = 𝑒−𝑖𝑒𝑄𝑓𝜒(𝑥) 𝑒𝑄𝑓𝜕𝜒(𝑥), (2.74)

которое позволяет переписать (2.73) в форме:

𝑒𝑖𝑒𝑄𝑓𝜒(𝑥)
[︁
𝑖𝜕𝑥 − 𝑒𝑄𝑓𝐴(𝑥)−𝑚𝑓

]︁
𝑒−𝑖𝑒𝑄𝑓𝜒(𝑥)𝑆𝑓(𝑥, 𝑦;𝐴−𝜕𝜒) = 𝑖𝛿(4) (𝑥− 𝑦) .

(2.75)
Наличие 𝛿-функции в правой части позволяет изменить аргу-
мент в первой экспоненте, а именно 𝑒𝑖𝑒𝑄𝑓𝜒(𝑥) = 𝑒𝑖𝑒𝑄𝑓𝜒(𝑦). Теперь
ее можно прокоммутировать с оператором Дирака и после срав-
нения полученного уравнения с (2.71) можно найти следующую
связь между функциями Грина:

𝑒𝑖𝑒𝑄𝑓 [𝜒(𝑦)−𝜒(𝑥)]𝑆𝑓(𝑥, 𝑦;𝐴− 𝜕𝜒) = 𝑆𝑓(𝑥, 𝑦;𝐴). (2.76)

Показатель экспоненты можно также записать как

𝜒(𝑥)− 𝜒(𝑦) =

∫︁ 𝑥

𝑦

𝑑𝜉𝜇 𝜕𝜇𝜒(𝜉) =

∫︁ 𝑥

𝑦

𝑑𝜉𝜇
[︀
𝐴𝜇(𝜉)− 𝐴′

𝜇(𝜉)
]︀
. (2.77)

В итоге при переходе от одной калибровки к другой пропагатор
фермиона приобретает дополнительный фазовый множитель:

𝑆𝑓(𝑥, 𝑦;𝐴
′) = 𝑒−𝑖𝑒𝑄𝑓

∫︀ 𝑥

𝑦
𝑑𝜉𝜇 [𝐴′

𝜇(𝜉)−𝐴𝜇(𝜉)]𝑆𝑓(𝑥, 𝑦;𝐴) = 𝑒−𝑖Ω(𝑥,𝑦)𝑆𝑓(𝑥, 𝑦;𝐴).
(2.78)
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Можно показать, что интеграл не зависит от выбора пути инте-
грирования между 𝑥 и 𝑦 [3], поэтому этот путь можно выбрать
как отрезок прямой, проходящей через эти точки.

В задаче 2.2 для получения пропагатора в трансляционно-
инвариантной форме использовалась калибровка Фока — Швин-
гера (2.64). При переходе от этой калибровки к произвольной
получим следующий показатель экспоненты:

Ω(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑄𝑓

∫︁ 𝑥

𝑦

𝑑𝜉𝜇
[︂
𝐴′

𝜇(𝜉) +
1

2
𝐹𝜇𝜈 (𝜉 − 𝑦)𝜈

]︂
. (2.79)

Если теперь выбрать 4-потенциал как

𝐴′
𝜇(𝑥) = −1

2
𝐹𝜇𝜈𝑥

𝜈, (2.80)

где все компоненты тензора внешнего электромагнитного поля
𝐹𝜇𝜈 постоянны, то Ω(𝑥, 𝑦) можно записать в виде:

Ω(𝑥, 𝑦) = −𝑒𝑄𝑓

2
𝐹𝜇𝜈𝑦

𝜈

∫︁ 𝑥

𝑦

𝑑𝜉𝜇 = −𝑒𝑄𝑓

2
𝑥𝜇𝐹𝜇𝜈𝑦

𝜈 = −𝑒𝑄𝑓

2
(𝑥𝐹𝑦) .

(2.81)
Полученное выражение явно демонстрирует, что зависящая от вы-
бора калибровки фаза трансляционно неинвариантна.

Следует отметить, что формулу (2.78) с фазой (2.79) мож-
но также получить, исходя из дополнительных условий (2.23)
и (2.24), налагаемых на функцию преобразования.

Задание 2.4. Показать, что в петлевых диаграммах про-
изведение зависящих от выбора калибровки фазовых множите-
лей во внешнем постоянном электромагнитном поле обладает
свойством трансляционной инвариантности.

Решение

Рассмотрим в качестве примера фермионные петлевые диа-
граммы.

Простейшая диаграмма представляет собой две вершины, рас-
положенные в точках 𝑥 и 𝑦 и соединенные двумя пропагатора-
ми заряженных фермионов. В амплитуде процесса от каждого
из пропагаторов будет множитель (2.78), а именно

𝑒−𝑖Ω(𝑥,𝑦) 𝑒−𝑖Ω(𝑦,𝑥) = 𝑒−𝑖[Ω(𝑥,𝑦)−Ω(𝑥,𝑦)] = 1, (2.82)
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где учтены явный вид фазы (2.81) и ее антисимметричность от-
носительно перестановки аргументов.

Более сложная — это трехточечная диаграмма. В амплитуде
этой диаграммы появится множитель с фазой вида:

Ω(𝑥, 𝑦) + Ω(𝑦, 𝑧) + Ω(𝑧, 𝑥) = (2.83)
= Ω(𝑥, 𝑦 − 𝑥) + Ω(𝑦, 𝑧 − 𝑦) + Ω(𝑧, 𝑥− 𝑦) + Ω(𝑧, 𝑦 − 𝑧) =

= Ω(𝑥, 𝑦 − 𝑥) + Ω(𝑦, 𝑧 − 𝑦)− Ω(𝑧, 𝑦 − 𝑥)− Ω(𝑧, 𝑧 − 𝑦) =

= Ω(𝑥− 𝑧, 𝑦 − 𝑥) + Ω(𝑦 − 𝑧, 𝑧 − 𝑦) = −Ω(𝑧 − 𝑥, 𝑦 − 𝑥),

где учтено, что функция Ω(𝑥, 𝑦) линейна по каждому из аргу-
ментов и Ω(𝑥, 𝑥) = 0. Поскольку в фазу входят разности четы-
рехмерных координат вершин диаграммы, которые не зависят
от выбора начала системы отсчета, то фазовый множитель явно
трансляционно инвариантен.

В общем случае в амплитуде 𝑁 -точечной диаграммы будет
множитель со следующей фазой:

𝑁−1∑︁
𝑖=1

Ω(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) + Ω(𝑥𝑁 , 𝑥1) = (2.84)

= Ω(𝑥1, 𝑥2) +
𝑁−1∑︁
𝑖=2

Ω(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)− Ω(𝑥1, 𝑥𝑁) =

=
𝑁−1∑︁
𝑖=2

Ω(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)−
𝑁−1∑︁
𝑖=2

Ω(𝑥1, 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) =

=
𝑁−1∑︁
𝑖=2

Ω(𝑥𝑖 − 𝑥1, 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖).

Как и следовало ожидать, число слагаемых уменьшилось на 2.
При 𝑥1 = 𝑧, 𝑥2 = 𝑥 и 𝑥3 = 𝑦 воспроизводится (2.83).

Задание 2.5. В конфигурационном пространстве найти
пропагатор спинорной заряженной частицы, распространяющей-
ся во внешнем постоянном и однородном магнитном поле, в пред-
ставлении собственного времени Фока — Швингера.

Решение

Из электродинамики известно [7], что электромагнитное по-
ле полностью определяется тензором напряженностей 𝐹𝜇𝜈. В до-
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полнение к нему также вводится дуально сопряженный тензор
𝐹𝜇𝜈 = 𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎𝐹

𝜌𝜎/2, где 𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎 — полностью антисимметричный тен-
зор Леви — Чивита. Определим отличный от нуля элемент как
𝜀0123 = +1 [2, 7]. Выберем систему координат таким образом, что-
бы ось 𝑂𝑧 была направлена вдоль напряженности магнитного по-
ля B = (0, 0, 𝐵). В такой системе отсчета 𝐹𝜇𝜈 и 𝐹𝜇𝜈 принимают
следующий вид:

𝐹𝜇𝜈 = 𝐵

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝐹𝜇𝜈 = 𝐵

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

−1 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (2.85)

В дальнейшем удобно пользоваться не самим тензором электро-
магнитного поля и дуальным к нему, а их безразмерными анало-
гами 𝜙𝜇𝜈 = 𝐹𝜇𝜈/𝐵 и 𝜙𝜇𝜈 = 𝐹𝜇𝜈/𝐵, явный вид которых в выбран-
ной системе отсчета представлен числовыми матрицами в (2.85).

Проанализируем алгебру безразмерных тензоров 𝜙𝜇𝜈 и 𝜙𝜇𝜈.
Начнем с бинарных произведений:

Λ𝜇𝜈 = (𝜙𝜙)𝜇𝜈 = 𝜙𝜇𝜌 𝑔
𝜌𝜎𝜙𝜎𝜈 = 𝜙𝜇𝜌 𝜙

𝜌
𝜈,

Λ̃𝜇𝜈 = (𝜙𝜙)𝜇𝜈 = 𝜙𝜇𝜌 𝑔
𝜌𝜎𝜙𝜎𝜈 = 𝜙𝜇𝜌 𝜙

𝜌
𝜈. (2.86)

В отличие от антисимметричных тензоров 𝜙𝜇𝜈 и 𝜙𝜇𝜈, тензоры Λ𝜇𝜈

и Λ̃𝜇𝜈 симметричны в соответствии с общими свойствами сверток
тензоров. В выбранной нами системе координат эти тензоры име-
ют следующий явный вид:

Λ̃𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ , Λ𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (2.87)

Видно, что они не являются линейно независимыми, а связаны
друг с другом посредством метрического тензора 𝑔𝜇𝜈:

Λ̃𝜇𝜈 − Λ𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈. (2.88)

Проведенный анализ показывает, что наличие постоянного од-
нородного внешнего магнитного поля естественным образом раз-
бивает четырехмерное пространство Минковского на два непере-
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секающихся подпространства: двумерное евклидово подпростран-
ство с метрическим тензором Λ𝜇𝜈, ортогональное вектору напря-
женности магнитного поля B, и двумерное псевдоевклидово под-
пространство с метрическим тензором Λ̃𝜇𝜈. Безразмерные тен-
зоры электромагнитного поля 𝜙𝜇𝜈 и 𝜙𝜇𝜈 играют роль тензоров
Леви — Чивита (полностью антисимметричных тензоров) этих
подпространств и обладают следующими свойствами:

𝜙𝜇𝜈𝜙𝜌𝜎 = Λ̃𝜇𝜎Λ̃𝜈𝜌 − Λ̃𝜇𝜌Λ̃𝜈𝜎, (2.89)
𝜙𝜇𝜈𝜙𝜌𝜎 = Λ𝜇𝜌Λ𝜈𝜎 − Λ𝜇𝜎Λ𝜈𝜌. (2.90)

Для введенного набора тензоров справедливы следующие бинар-
ные соотношения:

(𝜙𝜙)𝜇𝜈 = (𝜙Λ)𝜇𝜈 = (Λ̃𝜙)𝜇𝜈 = (Λ̃Λ)𝜇𝜈 = 0,

(Λ̃Λ̃)𝜇𝜈 = Λ̃𝜇𝜈, (Λ̃𝜙)𝜇𝜈 = (𝜙Λ̃)𝜇𝜈 = 𝜙𝜇𝜈, (2.91)
(ΛΛ)𝜇𝜈 = −Λ𝜇𝜈, (Λ𝜙)𝜇𝜈 = (𝜙Λ)𝜇𝜈 = −𝜙𝜇𝜈,

а также тождества Якоби:

𝜙𝜇𝜈𝜙𝜌𝜎 + 𝜙𝜇𝜌𝜙𝜎𝜈 + 𝜙𝜇𝜎𝜙𝜈𝜌 = 0,

Λ̃𝜇𝜈𝜙𝜌𝜎 + Λ̃𝜇𝜌𝜙𝜎𝜈 + Λ̃𝜇𝜎𝜙𝜈𝜌 = 0, (2.92)
𝜙𝜇𝜈𝜙𝜌𝜎 + 𝜙𝜇𝜌𝜙𝜎𝜈 + 𝜙𝜇𝜎𝜙𝜈𝜌 = 0,

Λ𝜇𝜈𝜙𝜌𝜎 + Λ𝜇𝜌𝜙𝜎𝜈 + Λ𝜇𝜎𝜙𝜈𝜌 = 0. (2.93)

При проведении вычислений оказывается удобным ввести спе-
циальные обозначения для каждого из подпространств: ⊥ — для
евклидова подпространства с метрикой Λ𝜇𝜈 и ‖ — для псевдоев-
клидова подпространства с метрикой Λ̃𝜇𝜈. При таком соглашении
произвольный четырехмерный вектор 𝐴𝜇 = (𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) мож-
но разбить на две ортогональные составляющие:

𝐴𝜇 = Λ̃𝜇𝜈𝐴𝜈 − Λ𝜇𝜈𝐴𝜈 = 𝐴𝜇
‖ − 𝐴𝜇

⊥, (2.94)

где𝐴𝜇
‖ = (𝐴0, 0, 0, 𝐴3) и𝐴𝜇

⊥ = (0, 𝐴1, 𝐴2, 0) в соответствии с (2.88).
Такое разбиение позволяет ввести скалярное произведение век-
торов в каждом подпространстве по отдельности:

(𝐴𝐵) = (𝐴𝐵)‖ − (𝐴𝐵)⊥ = (𝐴Λ̃𝐵)− (𝐴Λ𝐵), (2.95)

где 𝐴𝜇 и 𝐵𝜇 — произвольные четырехмерные векторы.
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Проведение аналитических расчетов упрощается, если пред-
ставить тензоры 𝜙𝜇𝜈 и 𝜙𝜇𝜈 в виде прямого произведения четы-
рехмерных векторов:

𝜙𝜇𝜈 = 𝑘𝜇𝑎𝜈 − 𝑘𝜈𝑎𝜇 = −𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎𝑢𝜌𝑏𝜎, (2.96)
𝜙𝜇𝜈 = 𝑢𝜇𝑏𝜈 − 𝑢𝜈𝑏𝜇 = 𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎𝑘

𝜌𝑎𝜎. (2.97)

Если 𝜙𝜇𝜈 и 𝜙𝜇𝜈 задаются числовыми матрицами из (2.85), то вве-
денные векторы можно записать в следующем явном виде:

𝑢𝜇 = (1, 0, 0, 0), 𝑎𝜇 = (0, 0,−1, 0),

𝑘𝜇 = (0, 1, 0, 0), 𝑏𝜇 = (0, 0, 0,−1). (2.98)

Видно, что эти четыре вектора образуют ортонормированный ба-
зис четырехмерного пространства-времени Минковского и одно-
временно являются базисными векторами продольного (𝑢𝜇 и 𝑏𝜇) и
поперечного (𝑘𝜇 и 𝑎𝜇) подпространств. Как следствие, метричес-
кие тензоры продольного Λ̃𝜇𝜈 и поперечного Λ𝜇𝜈 подпространств
также могут быть разложены по этим векторам:

Λ̃𝜇𝜈 = 𝑢𝜇𝑢𝜈 − 𝑏𝜇𝑏𝜈, Λ𝜇𝜈 = 𝑘𝜇𝑘𝜈 + 𝑎𝜇𝑎𝜈. (2.99)

Потенциал внешнего постоянного и однородного магнитного по-
ля легко также записать в терминах этих векторов:

𝐴𝜇(𝑥) = 𝐵 (𝑘𝑥) 𝑎𝜇. (2.100)

Иногда может встретиться свертка всех четырех базисных век-
торов (2.98) с тензором Леви — Чивита:

𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎𝑢𝜇𝑘𝜈𝑎𝜌𝑏𝜎 = −1. (2.101)

Обратив это соотношение, можно записать тензор Леви — Чивита
в терминах базисных векторов следующим образом:

𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎 = 𝑢[𝜇𝑘𝜈𝑎𝜌𝑏𝜎], (2.102)

где [· · · ] означает полную антисимметризацию индексов. При-
ведем также выражение для тензора Леви — Чивита в форме
прямого произведения 𝜙𝜇𝜈 и 𝜙𝜇𝜈:

𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎 = 𝜙𝜇𝜈𝜙𝜌𝜎 + 𝜙𝜌𝜎𝜙𝜇𝜈 − 𝜙𝜇𝜌𝜙𝜈𝜎 − 𝜙𝜈𝜎𝜙𝜇𝜌 + 𝜙𝜇𝜎𝜙𝜈𝜌 + 𝜙𝜈𝜌𝜙𝜇𝜎.

(2.103)
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Перейдем теперь к вычислению пропагатора фермиона. По-
скольку магнитное поле постоянное и однородное, то «уравне-
ния Эренфеста» точно такие же, как в скрещенном поле, а имен-
но (2.17) с 𝛽𝑓 = 𝑒𝑄𝑓𝐵. Решения первого и второго уравнений
находятся легко и имеют вид:

Π𝜇(𝑠) = [exp (2𝛽𝑓𝑠𝜙)]𝜇𝜈 Π
𝜈(0) = (2.104)

=
[︁
Λ̃𝜇𝜈 − cos(2𝛽𝑓𝑠)Λ𝜇𝜈 + sin(2𝛽𝑓𝑠)𝜙𝜇𝜈

]︁
Π𝜈(0),

Γ𝜇(𝑠) = [exp (2𝛽𝑓𝑠𝜙)]𝜇𝜈 Γ
𝜈(0) = (2.105)

=
[︁
Λ̃𝜇𝜈 − cos(2𝛽𝑓𝑠)Λ𝜇𝜈 + sin(2𝛽𝑓𝑠)𝜙𝜇𝜈

]︁
Γ𝜈(0),

где экспонента от тензора понимается в смысле ее разложения
в ряд и учтены свойства (2.88) и (2.91). Поскольку правая часть
третьего уравнения из (2.41) известна, то найти его решение тру-
да не представляет:

𝑋𝜇(𝑠) = 𝑋𝜇(0) + 2

∫︁ 𝑠

0

Π𝜇(𝑠
′) 𝑑𝑠′ = (2.106)

= 𝑋𝜇(0) + 2𝑠

{︂
Λ̃𝜇𝜈 −

sin(𝛽𝑓𝑠)

𝛽𝑓𝑠
[cos(𝛽𝑓𝑠)Λ𝜇𝜈 − sin(𝛽𝑓𝑠)𝜙𝜇𝜈]

}︂
Π𝜈(0).

Из этого уравнения теперь можно выразить оператор Π𝜇(0) че-
рез разность операторов координаты Δ𝑋𝜇 = 𝑋𝜇(𝑠)−𝑋𝜇(0) как

Π𝜇(0) =
1

2𝑠

[︁
Λ̃𝜇𝜈 − 𝛽𝑓𝑠 ctg(𝛽𝑓𝑠)Λ𝜇𝜈 − 𝛽𝑓𝑠𝜙𝜇𝜈

]︁
Δ𝑋𝜈. (2.107)

Подставив это выражение в (2.104), получим:

Π𝜇(𝑠) =
1

2𝑠

[︁
Λ̃𝜇𝜈 − 𝛽𝑓𝑠 ctg(𝛽𝑓𝑠)Λ𝜇𝜈 + 𝛽𝑓𝑠𝜙𝜇𝜈

]︁
Δ𝑋𝜈, (2.108)

и для их разности:

ΔΠ𝜇 ≡ Π𝜇(𝑠)− Π𝜇(0) = 𝛽𝑓𝜙𝜇𝜈 Δ𝑋
𝜈. (2.109)

Для свертки Π𝜇 с Γ-оператором следует:

Γ𝜇(𝑠)Π𝜇(𝑠) = Γ𝜇(0)Π𝜇(0). (2.110)

Перейдем теперь к вычислению «оператора Гамильтона» (2.10):

ℋ = 𝑚2
𝑓 − Γ𝜇(0)Π

𝜇(0)Γ𝜈(0)Π
𝜈(0), (2.111)
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который можно переписать в следующем виде:

ℋ = 𝑚2
𝑓 − Π𝜇(0)Π𝜇(0) + 𝑖Π𝜇(0)Σ𝜇𝜈(0)Π

𝜈(0) = (2.112)

= 𝑚2
𝑓 −

1

4𝑠2
Δ𝑋𝜇

[︃
Λ̃𝜇𝜈 −

𝛽2
𝑓𝑠

2Λ𝜇𝜈

sin2(𝛽𝑓𝑠)

]︃
Δ𝑋𝜈 + 𝑖Π𝜇(0)Σ𝜇𝜈(0)Π

𝜈(0).

Чтобы упростить это выражение, требуются два коммутатора:

[Π𝜇(0),Π𝜈(0)] = −𝑖𝛽𝑓𝜙𝜇𝜈, (2.113)
[𝑋𝜇(0), 𝑋𝜈(𝑠)] = −2𝑖𝑠× (2.114)

×
{︂
Λ̃𝜇𝜈 −

sin(𝛽𝑓𝑠)

𝛽𝑓𝑠
[cos(𝛽𝑓𝑠) Λ𝜇𝜈 + sin(𝛽𝑓𝑠)𝜙𝜇𝜈]

}︂
,

после учета которых в «операторе Гамильтона» получим:

ℋ = − 1

4𝑠2

[︁
𝑋𝜇(𝑠)Λ̃

𝜇𝜈𝑋𝜈(𝑠) +𝑋𝜇(0)Λ̃
𝜇𝜈𝑋𝜈(0)− 2𝑋𝜇(𝑠)Λ̃𝜇𝜈𝑋𝜈(0)

]︁
+

+
𝛽2
𝑓

4 sin2(𝛽𝑓𝑠)
[𝑋𝜇(𝑠)Λ

𝜇𝜈𝑋𝜈(𝑠) +𝑋𝜇(0)Λ
𝜇𝜈𝑋𝜈(0)− 2𝑋𝜇(𝑠)Λ𝜇𝜈𝑋𝜈(0)]−

− 𝑖

𝑠
[1 + 𝛽𝑓𝑠 ctg(𝛽𝑓𝑠)] +𝑚2

𝑓 −
𝛽𝑓
2
𝜙𝜇𝜈Σ𝜈𝜇. (2.115)

Для записанного в таком виде оператора не составляет труда
найти матричный элемент в базисе векторов состояния с опреде-
ленным значением координаты:

⟨𝑥(𝑠)|ℋ |𝑦(0)⟩ = 𝑅(𝑥, 𝑦; 𝑠) 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) = (2.116)

=

[︃
𝑚2

𝑓 −
(𝑧Λ̃𝑧)

4𝑠2
+

𝛽2
𝑓 (𝑧Λ𝑧)

4 sin2(𝛽𝑓𝑠)
− 𝑖

𝑠
− 𝑖𝛽𝑓 ctg(𝛽𝑓𝑠)−

𝛽𝑓
2
(𝜙𝜎)

]︃
𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠),

где 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) = ⟨𝑥(𝑠)|𝑦(0)⟩, 𝑧𝜇 = 𝑥𝜇−𝑦𝜇, (𝑧Λ̃𝑧) = 𝑧𝜇Λ̃
𝜇𝜈𝑧𝜈, (𝑧Λ𝑧) =

𝑧𝜇Λ
𝜇𝜈𝑧𝜈 и (𝜙𝜎) = 𝜙𝜇𝜈𝜎𝜈𝜇. Поскольку матричный элемент (2.116)

факторизуется в соответствии с (2.25), то можно найти его фор-
мальное решение в форме интеграла (2.26). Следует отметить,
что выбор нижнего предела интегрирования 𝑠0 ̸= 0 обусловлен
тем, что интеграл при 𝑠 = 0 может расходиться и его в этом
случае надо регуляризовать. Если регуляризованный пропага-
тор не требуется, то достаточно взять неопределенный интеграл.
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Для нерегуляризованной функции преобразования следует:

𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) = 𝐶(𝑥, 𝑦) 𝑒−𝑖
∫︀
𝑅(𝑥,𝑦;𝑠) 𝑑𝑠 =

𝐶(𝑥, 𝑦)

𝑠 sin(𝛽𝑓𝑠)
× (2.117)

× exp

[︃
−𝑖𝑚2

𝑓𝑠−
𝑖(𝑧Λ̃𝑧)

4𝑠
+
𝑖𝛽𝑓
4

(𝑧Λ𝑧) ctg(𝛽𝑓𝑠) +
𝑖𝛽𝑓𝑠

2
(𝜙𝜎)

]︃
,

где 𝐶(𝑥, 𝑦) — константа интегрирования. Слагаемое, линейное
по полю в показателе экспоненты, — матрица в пространстве Ди-
рака, и его следует понимать в смысле разложения в ряд Тейлора.
С учетом (𝜙𝜎)2 = 4, получим:

exp

{︂
𝑖𝛽𝑓𝑠

2
(𝜙𝜎)

}︂
= cos(𝛽𝑓𝑠) +

𝑖

2
sin(𝛽𝑓𝑠) (𝜙𝜎). (2.118)

В итоге для 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) получим выражение:

𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) =
𝐶(𝑥, 𝑦)

𝑠 sin(𝛽𝑓𝑠)

[︂
cos(𝛽𝑓𝑠) +

𝑖

2
sin(𝛽𝑓𝑠) (𝜙𝜎)

]︂
× (2.119)

× exp

[︃
−𝑖𝑚2

𝑓𝑠−
𝑖(𝑧Λ̃𝑧)

4𝑠
+
𝑖𝛽𝑓
4

(𝑧Λ𝑧) ctg(𝛽𝑓𝑠)

]︃
.

Найдем теперь функцию 𝐶(𝑥, 𝑦), воспользовавшись уравнени-
ями (2.23) и (2.24), в левые части которых надо подставить (2.108)
и (2.107) соответственно, что дает:

[𝑖𝜕𝜇𝑥 − 𝑒𝑄𝑓𝐴
𝜇(𝑥)] 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) = (2.120)

=
1

2𝑠

[︁
Λ̃𝜇𝜈 − 𝛽𝑓𝑠 ctg(𝛽𝑓𝑠)Λ

𝜇𝜈 + 𝛽𝑓𝑠𝜙
𝜇𝜈
]︁
(𝑥− 𝑦)𝜈 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠),[︀

−𝑖𝜕𝜇𝑦 − 𝑒𝑄𝑓𝐴
𝜇(𝑦)

]︀
𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) = (2.121)

=
1

2𝑠

[︁
Λ̃𝜇𝜈 − 𝛽𝑓𝑠 ctg(𝛽𝑓𝑠)Λ

𝜇𝜈 − 𝛽𝑓𝑠𝜙
𝜇𝜈
]︁
(𝑥− 𝑦)𝜈 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠).

После подстановки 𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) из (2.119) следуют уравнения:[︂
𝑖𝜕𝜇𝑥 − 𝑒𝑄𝑓𝐴

𝜇(𝑥)− 1

2
𝛽𝑓 𝜙

𝜇𝜈 (𝑥− 𝑦)𝜈

]︂
𝐶(𝑥, 𝑦) = 0, (2.122)[︂

𝑖𝜕𝜇𝑦 + 𝑒𝑄𝑓𝐴
𝜇(𝑦)− 1

2
𝛽𝑓 𝜙

𝜇𝜈 (𝑥− 𝑦)𝜈

]︂
𝐶(𝑥, 𝑦) = 0. (2.123)
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Для первого уравнения решение можно записать в виде:

𝐶(𝑥, 𝑦) = 𝐶(𝑦) exp

{︂
−𝑖𝑒𝑄𝑓

∫︁ 𝑥

𝑦

[︂
𝐴𝜇(𝜉) +

1

2
𝐹 𝜇𝜈 (𝜉 − 𝑦)𝜈

]︂
𝑑𝜉𝜇

}︂
,

(2.124)
где показатель экспоненты содержит функцию Ω(𝑥, 𝑦) из зада-
чи 2.3 [см. (2.79)]. После подстановки (2.124) в (2.123) получим:

𝜕𝜇𝑦𝐶(𝑦) = 0 =⇒ 𝐶(𝑦) = 𝐶0 = const. (2.125)

В результате функция преобразования примет вид:

𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) =
𝐶0 𝑒

−𝑖Ω(𝑥,𝑦)

𝑠 sin(𝛽𝑓𝑠)

[︂
cos(𝛽𝑓𝑠) +

𝑖

2
sin(𝛽𝑓𝑠) (𝜙𝜎)

]︂
× (2.126)

× exp

[︃
−𝑖𝑚2

𝑓𝑠−
𝑖(𝑧Λ̃𝑧)

4𝑠
+
𝑖𝛽𝑓
4

(𝑧Λ𝑧) ctg(𝛽𝑓𝑠)

]︃
.

Константа 𝐶0 определяется после перехода к бесполевой функ-
ции преобразования 𝑔0(𝑥, 𝑦; 𝑠) и ee сравнения c (2.60), что приво-
дит к следующему окончательному результату:

𝑔(𝑥, 𝑦; 𝑠) =
−𝑖𝛽𝑓
16𝜋2

𝑒−𝑖Ω(𝑥,𝑦)

𝑠 sin(𝛽𝑓𝑠)

[︂
cos(𝛽𝑓𝑠) +

𝑖

2
sin(𝛽𝑓𝑠) (𝜙𝜎)

]︂
×

× exp

[︃
−𝑖𝑚2

𝑓𝑠−
𝑖(𝑧Λ̃𝑧)

4𝑠
+
𝑖𝛽𝑓
4

(𝑧Λ𝑧) ctg(𝛽𝑓𝑠)

]︃
. (2.127)

Для вычисления пропагатора фермиона воспользуемся (2.20):

𝑆𝑓(𝑥, 𝑦) =
−𝑖𝛽𝑓
16𝜋2

𝑒−𝑖Ω(𝑥,𝑦)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

𝑠 sin(𝛽𝑓𝑠)
𝑒−𝑖𝑚2

𝑓𝑠 × (2.128)

×
[︁
𝑖𝜕 − 𝑒𝑄𝑓𝐴(𝑥) +𝑚𝑓

]︁ [︂
cos(𝛽𝑓𝑠) +

𝑖

2
sin(𝛽𝑓𝑠) (𝜙𝜎)

]︂
×

× exp

{︂
− 𝑖

4𝑠

[︁
(𝑧Λ̃𝑧)− 𝛽𝑓𝑠 ctg(𝛽𝑓𝑠) (𝑧Λ𝑧)

]︁}︂
.

Как и в задаче 2.2, выберем четырехмерный потенциал внешнего
поля 𝐴𝜇(𝑥) в калибровке Фока — Швингера (2.64). Отметим, что
в этой калибровке Ω(𝑥, 𝑦) = 0 и пропагатор (2.128) становится
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трансляционно-инвариантным:

𝑆𝑓(𝑧) =
−𝑖𝛽𝑓
32𝜋2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

𝑠2 sin(𝛽𝑓𝑠)
𝑒−𝑖𝑚2

𝑓𝑠− 𝑖
4𝑠 [(𝑧Λ̃𝑧)−𝛽𝑓𝑠 ctg(𝛽𝑓𝑠) (𝑧Λ𝑧)] ×

×
[︁
(𝑧Λ̃𝛾)− 𝛽𝑓𝑠 ctg(𝛽𝑓𝑠) (𝑧Λ𝛾)− 𝛽𝑓𝑠 (𝑧𝜙𝛾) + 2𝑚𝑓𝑠

]︁
×

×
[︂
cos(𝛽𝑓𝑠) +

𝑖

2
sin(𝛽𝑓𝑠) (𝜙𝜎)

]︂
. (2.129)

После упрощений пропагатор примет следующий вид:

𝑆𝑓(𝑧) =
−𝑖𝛽𝑓
32𝜋2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

𝑠2 sin(𝛽𝑓𝑠)
𝑒−𝑖𝑚2

𝑓𝑠− 𝑖
4𝑠 [(𝑧Λ̃𝑧)−𝛽𝑓𝑠 ctg(𝛽𝑓𝑠) (𝑧Λ𝑧)] ×

×
{︂
cos(𝛽𝑓𝑠) (𝑧Λ̃𝛾)−

𝛽𝑓𝑠

sin(𝛽𝑓𝑠)
(𝑧Λ𝛾) + 𝑖 sin(𝛽𝑓𝑠) (𝑧𝜙𝛾) 𝛾5+

+𝑚𝑓𝑠 [2 cos(𝛽𝑓𝑠) + 𝑖 sin(𝛽𝑓𝑠) (𝜙𝜎)]} . (2.130)

При 𝛽𝑓 → 0, сделав замену Λ̃𝜇𝜈 → 𝑔𝜇𝜈 + Λ𝜇𝜈 и удерживая слага-
емые ∼ 𝛽𝑓𝜙𝜇𝜈 и ∼ 𝛽2

𝑓Λ𝜇𝜈, можно воспроизвести как предельный
случай пропагатор в скрещенном поле (2.66).

В произвольной калибровке пропагатор будет следующим:

𝑆𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑖Ω(𝑥,𝑦) 𝑆𝑓(𝑥− 𝑦). (2.131)

Как и в скрещенном поле (см задачу 2.2), пропагатор (2.130)
можно разбить на кирально-нечетную 𝑆

(−)
𝑓 (𝑥, 𝑦) и кирально-чет-

ную 𝑆
(+)
𝑓 (𝑥, 𝑦) части. Для полноты изложения приведем здесь

выражение для кирально-четной части пропагатора:

𝑆
(+)
𝑓 (𝑥, 𝑦) = −𝑖𝛽𝑓𝑚𝑓

32𝜋2
𝑒−𝑖Ω(𝑥,𝑦)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

𝑠
[2 ctg(𝛽𝑓𝑠) + 𝑖 (𝜙𝜎)]×

× exp

{︂
−𝑖𝑚2

𝑓𝑠−
𝑖

4𝑠

[︁
(𝑧Λ̃𝑧)− 𝛽𝑓𝑠 ctg(𝛽𝑓𝑠) (𝑧Λ𝑧)

]︁}︂
. (2.132)

Кирально-нечетная часть 𝑆(−)
𝑓 (𝑥, 𝑦) — это оставшаяся часть про-

пагатора (2.131), пропорциональная 𝑧𝜇 = (𝑥− 𝑦)𝜇.

Задание 2.6. Вычислить эффективный лагранжиан Гей-
зенберга — Эйлера, воспользовавшись пропагатором фермиона,
распространяющегося в постоянном однородном магнитном поле.
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Решение

Эффективный лагранжиан Гейзенберга — Эйлера был полу-
чен для расчета реакции рассеяния 𝛾𝛾 → 𝛾𝛾. Он может быть
обобщен на случай эффективной вершины взаимодействия𝑁 фо-
тонов при условии, что заряженные фермионы удалены из тео-
рии. На языке диаграмм Фейнмана это означает, что фермио-
ны образуют замкнутые петли, с которых испускаются фотоны.
Вывод эффективного лагранжиана в формализме собственного
времени Фока — Швингера представлен в [8, 9], которым и вос-
пользуемся:

ℒQED
HE (𝑥) =

𝑖

2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

𝑠
Sp ⟨𝑥 |𝑈(𝑠)|𝑥⟩ = 𝑖

2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

𝑠
Sp {𝑔(𝑥, 𝑥; 𝑠)} ,

(2.133)
где Sp означает взятие шпура по матрицам Дирака. Восполь-
зуемся (2.127) для функции преобразования в магнитном поле
при 𝑧 = 0. Если учесть, что Sp{𝐼} = 4, Sp{𝜎𝜇𝜈} = 0, Ω(𝑥, 𝑥) = 0,
то для эффективного лагранжиана получим:

ℒQED
HE (𝑥) =

𝛽𝑓
8𝜋2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

𝑠2
ctg(𝛽𝑓𝑠) 𝑒

−𝑖𝑚2
𝑓𝑠. (2.134)

На нижнем пределе этот интеграл расходится. Расходящиеся сла-
гаемые следует вычесть, оставив только конечный вклад. Наи-
более просто это сделать, удалив первые два члена разложения
котангенса в ряд Тейлора:

ctg(𝛽𝑓𝑠) → ctg(𝛽𝑓𝑠)−
1

𝛽𝑓𝑠
+
𝛽𝑓𝑠

3
= −

𝛽3
𝑓𝑠

3

45
−
2𝛽5

𝑓𝑠
5

945
+ · · · . (2.135)

В КЭД такое разложение допустимо в силу малости постоянной
тонкой структуры: 𝛼 = 𝑒2/(4𝜋) ≃ 1/137. Более того, в КЭД
отсутствуют эффективные вершины с нечетным числом фото-
нов [1–3], поэтому вычитание слагаемых в (2.135) на языке диа-
грамм Фейнмана означает удаление двух диаграмм, а именно
чисто фермионную петлю и двухточечную петлевую диаграм-
му, определяющую поляризационный оператор фотона. В итоге
первое слагаемое, дающее вклад в эффективный лагранжиан, —
четырехфотонное взаимодействие:

ℒ(4)
HE(𝑥) = −

𝛽4
𝑓

360𝜋2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 𝑠 𝑒−𝑖𝑚2
𝑓𝑠 =

𝛽4
𝑓

360𝜋2𝑚4
𝑓

=
𝛼2𝑄4

𝑓

90𝑚4
𝑓

ℱ2, (2.136)
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где ℱ = 2𝐵2 — один из полевых инвариантов (2.28). Это и есть
часть эффективного лагранжиана Гейзенберга — Эйлера, обу-
словленная чисто магнитным полем. В общем случае оба инвари-
анта дают вклад в этот лагранжиан, причем получить его можно,
если рассматривать распространение фермиона в поле как с элек-
трической, так и магнитной составляющими. Следует отметить,
что в скрещенном электромагнитном поле эффективный лагран-
жиан не возникает по причине обращения в ноль обоих полевых
инвариантов.

Задания для самостоятельной работы

1. Получить формулу (1.27) как результат действия оператора
(𝑖𝜕𝑧 +𝑚) на выражение (1.13) для пропагатора скалярного
поля с использованием свойств функций Макдональда.

2. В спинорной КЭД вычислить поляризационный оператор
фотона в однопетлевом приближении, воспользовавшись ко-
ординатным представлением фермионных пропагаторов.

3. Найти пропагатор скалярной заряженной частицы, распро-
страняющейся во внешнем постоянном электромагнитном
поле, в конфигурационном пространстве в представлении
собственного времени Фока — Швингера.

4. Найти пропагатор спинорной заряженной частицы, распро-
страняющейся во внешнем постоянном электромагнитном
поле, в конфигурационном пространстве в представлении
собственного времени Фока — Швингера.

5. Найти пропагатор заряженного фермиона, распространяю-
щегося во внешнем постоянном и однородном электромаг-
нитном скрещенном поле, в импульсном пространстве в пред-
ставлении собственного времени Фока — Швингера.

6. Найти пропагатор заряженного фермиона, распространяю-
щегося во внешнем постоянном и однородном магнитном по-
ле, в импульсном пространстве в представлении собственно-
го времени Фока — Швингера.
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7. Найти эффективный лагранжиан Гейзенберга — Эйлера, обу-
словленный заряженными фермионами, в постоянном и од-
нородном электромагнитном поле, когда напряженности элек-
трического и магнитного полей параллельны.
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